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Resumo

Este artigo apresenta o algoritmo de um solver que soluciona o sistema de equagdes lineares
gerado pelo Método dos Elementos Finitos, e avalia a sua eficiéncia em um codigo que
analisa o comportamento de um maci¢o rochoso quando é realizada a escavagdo de um
tanel. O algoritmo foi desenvolvido para uma plataforma com memdoria compartilhada, pois
usa o Método dos Gradientes Conjugados Pré-Condicionados paralelizado com a interface
OpenMP. Foi usada a estratégia de armazenamento Elemento por Elemento. Realizou-se
uma comparagdo entre o algoritmo desenvolvido e outro que é sequencial e utiliza o0 Método
de Eliminagdo de Gauss, associado a técnica de armazenagem skyline. Verificou-se que o
algoritmo desenvolvido foi 84,07% mais rapido.

Palavras-chave: Elemento por Elemento. OpenMP. Implementagao Paralela.

Abstract

This article aims to present the solver algorithm, which solves the system of linear equations
generated by the Finite Element Method and evaluates its efficiency using a code that analyzes
the behavior of a rock mass when a tunnel is excavated. The algorithm was developed for a
shared memory platform as it uses the Preconditioned Conjugate Gradient Method paralleled
with the OpenMP interface. It was used Element by Element Storage Strategy. A comparison
was made between the developed algorithm and another that is sequential and uses the
Gaussian Elimination Method, associated with the skyline storage technique. It was found that
the developed algorithm was 84.07% faster.

Keywords: Element by Element. OpenMP. Parallel Programming.
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1 Introdugao

Diversos problemas com importéncia para a Engenharia podem ser modelados por
meio de Equagdes Diferenciais Parciais. Com excegao de alguns casos particulares, nao é
possivel chegar auma solu¢do analitica exata para estes problemas. O Método dos Elementos
Finitos (MEF) é, atualmente, o método numérico mais utilizado para obter solugdes
aproximadas para este tipo de problema (CHANDRUPATLA; BELEGUNDU, 2014).

O MEF gera um sistema de equagdes lineares cuja resolu¢do consiste na solugao
aproximada do problema em estudo. A decisao de utilizar o MEF em uma simula¢ao
numeérica implica em duas escolhas importantes: (i) a técnica a ser utilizada para o
armazenamento do sistema de equacdes e (ii) o método de solugdo deste sistema. Estas
duas escolhas sdo de fundamental importancia, pois o sistema de equagdes podera
ter dimensdes tais que uma técnica impropria de armazenamento podera ultrapassar
a capacidade de memoria do computador. Por outro lado, a escolha do método de
solucdo do sistema de equagdes tem relacdo direta com o tempo de processamento.

Por exemplo, os projetos de ttineis, quando baseados em uma abordagem
numérica, principalmente, quando usam o elemento estrutural tirante passivo,
requerem malhas muito refinadas. A abordagem numérica pode ser direta, entdo, serdo
usados elementos lineares para discretizar os tirantes e elementos tridimensionais
para discretizar o macigo a ser escavado. Ou indireta, discretizando apenas o
macico e levando em consideracao os tirantes passivos por meio do método da
homogeneizagao de meios periddicos ou do método incorporado. Qualquer uma das
abordagens resultara em uma grande matriz de rigidez, assim, a escolha da estratégia
de armazenamento e do método de solugao do sistema de equagdes é fundamental na
minimiza¢do do custo computacional inerente a um cédigo desenvolvido para lidar
com esse problema.

Na solugdo do sistema de equagdes gerado pelo MEF, entre os métodos iterativos,
destaca-se o Método dos Gradientes Conjugados Pré-Condicionados (MGCP).

Com relagdo as técnicas associadas aos métodos iterativos de armazenagem da
matriz de rigidez, destaca-se a técnica Elemento por Elemento (EPE), que dispensa a
montagem da matriz de rigidez global.

Em 1997 foi criado o Open MultiProcessing (OpenMP), que é uma interface
baseada em threads (fluxos de processamento) utilizada para prover paralelismo
incremental em maquinas com memoria compartilhada (multiprocessadores) que tem
sido bastante utilizada, sobretudo, por sua simplicidade (CHAPMAN et al., 2008).

No MGCP o produto matriz-vetor e o produto interno aparecem de forma
recorrente. Essas operacgdes sdo facilmente paralelizaveis e isso estimulou o uso
combinado do MGCP e da interface OpenMP, que proporciona maior velocidade na
obtencao dos resultados acrescida da técnica de armazenagem EPE, que proporciona
menor uso da memoria.
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O presente trabalho apresenta um algoritmo de facil implementagdo da
combinacao descrita.

O objetivo deste trabalho, além de apresentar o algoritmo de um solver, é
avaliar sua eficiéncia em um cédigo que analisa os deslocamentos em um macico
rochoso quando é realizada a escavagdo de um tunel. Com esse fim, foram realizadas
comparagdes de desempenho entre algoritmos sequencial e paralelo do MGCP-EPE e
um algoritmo sequencial direto que utiliza o método de eliminagao de Gauss associado
a técnica de armazenagem skyline. O c6digo usado foi implementado em FORTRAN90
e validado em Couto (2009). Para essas comparagdes foi simulada uma escava¢ao em
um macico rochoso.

2 Material e Métodos

Na engenharia de estruturas o MEF é usado para formular tanto problemas
de andlise de estruturas reticuladas, como também de estruturas continuas bi e
tridimensionais. O método utiliza conceitos de “discretizacao” do continuo e “matriz
de interpolagao”. Este ultimo fornece os deslocamentos em um ponto dentro do
elemento, dependendo de seus deslocamentos nodais. O termo “discretizagao” refere-
se a um modelo com um nimero finito de incégnitas (deslocamentos nodais) para
analise do continuo, em contraste com a analise com um numero infinito de variaveis
como aquelas feitas pela teoria da elasticidade, que usa fung¢des continuas, isto é, com
infinitas incoégnitas como uma solu¢ao (VAZ, 2011). O MEF gera sistemas lineares de
equagoes da forma:

Kx=b Eq.1
onde K é uma matriz simétrica positiva definida de ordem N, X é o vetor de incdgnitas
e b ¢ o vetor de valores conhecidos. Numa formulagao em deslocamentos pelo MEF
para andlise estrutural, é a matriz de rigidez global, K ¢ o vetor de deslocamentos
incognitos e X ¢ o vetor de forgas global. N

O MGC é um dos métodos iterativos mais simples e efetivos usados para resolver
sistemas desse tipo (BATHE, 2014).

O algoritmo desenvolvido por Hestenes e Stiefel (1952) passou por modificagdes
para que a convergéncia ocorra com menor numero de iteragdes. Com esse fim, foi
desenvolvida a técnica de pré-condicionamento, cuja ideia central consiste na aplicagdo
do MCG a um sistema transformado de equagdes obtido pela pré-multiplica¢ao da
Equagdo 1 por uma matriz (P) na forma:

P7'Kx =P 'b Eq.2
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onde P ¢ uma matriz simétrica positivo definida, denominada de matriz de pré-
concionamento (FU et al., 2016).

A matriz simétrica positivo fundamentou o Método dos Gradientes Conjugados
Pré-Condicionados (MGCP). O pré-condicionador usado nesta pesquisa é o diagonal,
também denominado Jacobi, que consiste em uma matriz formada pelos termos
diagonais da matriz de rigidez. O algoritmo do MGCP com pré-condicionador diagonal,
baseado no algoritmo proposto por Peng et al. (2019), consiste nas seguintes etapas:

1 - Inicializagéo:
Ak=0,x"=0,1r"=b

b) Resolver Pz 0 =40

o p®=2z°

2 — Atualizagdo dos vetores estimativa e residuo:

d) a) = (r®7.z%)/ (g"'T-g-Bk)

e) xk+1

f) r’t=r"-aKp"

= x4+ ay p*

3 - Teste de Convergéncia:

g) se ||rk+1|| /||r0|| < tolerancia, pare.
4 - Atuahzac;ao do vetor direcao de busca:

h) Resolver Pz**1 = rk+1

) i = (£ 2541/ (£ 2%)

) pltt=z"+pp"

K k=k+1

1) Retornar a etapa (b).

Nesse algoritmo, duas operac;()es tém relevancia destacada sobre as demais: a
solucio do sistema Pz° = r° e o produto matriz vetor Kp . Nessas duas operagoes
aparecem matrizes globa1s a de rigidez e a pré- condicionadora, que é montada a partir
da matriz de rigidez. O caminho escolhido para chegar ao resultado destas operagdes
podera envolver a montagem das matrizes globais ou nao. Isso define o método de
armazenagem a ser usado.

O pré-condicionador, ou matriz de pré-condicionamento, usado nesta pesquisa é
o de Jacobi, ou diagonal, assim definido:

£=dlag( )Eq3

isto é, constituido dos termos diagonais de K (PENG et al., 2019). Esta escolha foi
baseada em dois motivos: o baixo consumo de memoria deste pré-condicionador,
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tendo em vista que os termos nado diagonais de g valem zero; a facilidade de resolver
Pz° =10, ja que P, neste caso, é uma matriz diagonal e, como tal, pode facilmente ser
invertida.

Neste trabalho nao é realizada a montagem da matriz de rigidez, portanto, o
método de armazenagem € o elemento por elemento (EPE). Entdo, o produto Kp kg
realizado em nivel de elemento (LANG; RUGER, 2013): B

nel
Kpk = Z K(e)pk(e) Eq. 4
— e=1—
onde nel é o numero de elementos, K (€) ¢ a2 matriz de rigidez de um elemento e 14 ke) ¢
o vetor local obtido de p k.
A sub-rotina desenvolvida para resolver o produto Kp* é paralelizada com a

interface OpenMP. No trecho paralelo, nas threads, sao gzr;dos os vetores elementares
kp (e)

seria desejdvel que esses vetores fossem acumulados gerando o vetor global Kp @) No

, que sao expandidos para dimensodes globais. Ao final da execu¢do das threads,

entanto, o OpenMP nio oferece esse recurso para varidveis vetoriais ou matriciais.

() onde cada coluna

Entdo, os vetores sdo acumulados em colunas da matriz kp
corresponde a uma thread. Fora do trecho paralelo, as colunas sdo somadas dando
origem ao vetor Kp(9), resultado procurado do produto Kp ), O algoritmo da sub-

rotina que realiza essas operagoes é apresentado a seguir:

1 - Inicializagéo:
a) K(e) =0, pk(e) =0, kp(e) =0, kp(g) =0, Kp @ =
2 — Iniciar trecho paralelo: o
a) Fazer el = 1,nel, onde nel é o numero de elementos
b) Montar K®
¢) Montar ;7‘(6)

d) Aplicar condi¢oes de contorno em K©

e) Aplicar condi¢des de contorno em pk©

f) Gerar o vetor kp(®, produto de K® e p*© com condicdes de contorno
g) Passar kp(© de local para global e acumular em uma coluna da matriz
global kp @ corregondente a thread em uso
_h) Fim do fazer.
3 — Fim do trecho paralelo.
4 - Transformar a matriz global k_p(g) no vetor global Kp (@ pela soma termos de

uma mesma linha.

A metodologia utilizada no desenvolvimento desta pesquisa visa, além de

apresentar o algoritmo de um solver, avaliar sua eficiéncia em um cédigo que analisa
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os deslocamentos em um macigo rochoso quando é realizada a escava¢ao de um tunel.
Para tanto, foram desenvolvidas sub-rotinas baseadas nos algoritmos apresentados no
item anterior que resolvem o sistema de equagdes lineares gerado pelo MEF. Conforme
ja exposto, essas sub-rotinas usam o MGCP para resolver o sistema de equagdes
armazenado com a técnica EPE.

Para reduzir o custo computacional desse solver, foi usada a interface OpenMP.
Tanto o cddigo original quanto as sub-rotinas desenvolvidas foram implementados em
FORTRAND90. O cédigo original foi validado em COUTO (2009).

O equipamento utilizado tem dois processadores Intel(R) Xeon(R) 2,20 GHz, com
20 threads cada, e 32 GB de memodria RAM.

3 Resultados e Discussao

O cddigo baseado no MEF, onde foi inserido o novo solver, ja foi validado em
COUTO (2009) com um solver que usa um método direto. Entao, primeiro avaliou-se a
precisao e a eficiéncia computacional do solver desenvolvido por meio de um problema
simples de Mecanica dos Sélidos que possui solugao analitica. Depois, fez-se a mesma
avaliacdo por meio da simulagdo numérica da escavagao de 55 cm de um tunel. Em todas
as simula¢des em que foi usado o MGC-PC a tolerancia do processo iterativo foi 0,001.

3.1 Cubo Submetido a uma Carga Uniformemente Distribuida

Resolveu-se numericamente o problema de Mecénica dos Sélidos descrito na
Figura 1.

Figura 1 - Cubo submetido a agdo de carga uniformemente distribuida
e com face indeslocavel na dire¢do da aplicagao da carga

Fonte: Autor.
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O cubo representado na Figura 1 foi discretizado com trés malhas formadas por
elementos hexaédricos de 20 nos e 3 graus de liberdade por né, porém, com numero
diferente de elementos. A simplicidade do problema dispensou o teste de independéncia
de malha. Foram utilizadas malhas com diferentes nimeros de elementos para tornar
possivel a analise do desempenho do algoritmo frente ao tamanho da malha. Na Tabela
1 encontram-se as informagoes sobre as malhas utilizadas na discretiza¢ao do problema.

Tabela 1 - Caracteristicas das malhas usadas no problema

Malha Numero de Elementos Numero de N6os Numero de Equacdes

1 1.000 4.961 14.883
2 2.744 12.825 38.475
3 5.832 26.353 79.059

Fonte: Autor.

As simulagdes com as malhas descritas na Tabela 1 ocorreram da seguinte
maneira: utilizando apenas uma thread do computador, versdes do coédigo que utilizam
um método direto e a versao sequencial do codigo que usa o MGCP-EPE; utilizando 8,
16 e 32 threads a versao paralela do cédigo que usa o MGCP-EPE. O método direto é o
método de eliminagao de Gauss associado a técnica de armazenagem skyline. Todas as
simulagdes forneceram vetores de deslocamentos nodais que correspondem a solugdo
analitica que é obtida da Lei de Hooke.

Com os resultados das simulagdes foram geradas trés figuras. Na Figura 2
representou-se a curva tempo X numero de nucleos. Observa-se que, nas simulagdes
realizadas com apenas um nucleo, o método direto tem um desempenho bastante bom
com as malhas menores. Com a malha menor, é 6,73% mais lento do que o paralelo
com oito ndcleos e, com a malha intermedidria, 58,80% mais lento. Com a malha maior
o método direto é 78,03% mais lento que o paralelo de oito nicleos. A versdo sequencial
do MGCP-EPE, com qualquer malha, mostra-se inviavel. Com as trés malhas verificou-
se que o aumento de nucleos melhorou o desempenho da versdo paralela do MGCP-
EPE, o que era de se esperar. Destaca-se que, quanto maior a malha, mais importante

torna-se o numero de nucleos.
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Figura 2 - Grafico de tempo por numero de nucleos para as malhas utilizadas

Fonte: Autor.

Na Figura 3 representaram-se as grandezas memoria RAM utilizada X numero
de nucleos. Com o método direto, Figura 3 (b), que monta a matriz de rigidez global,
a memoria RAM utilizada com qualquer das malhas é sempre muito maior que a
utilizada pelas demais versdes do cédigo. Na Figura 3 (a), nas trés curvas, verifica-se
um trecho inicial com maior inclinagdo porque, ao passar de sequencial para paralelo,
cria-se a variavel , além de se manter mais de uma matriz de rigidez de elemento
montada. No restante das curvas, a pouca inclinagao refere-se a pouca memoria
consumida pela matriz de rigidez de um elemento.
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Figura 3 - Memoéria RAM x Numero de nucleos: (a) versdo sequéncia e paralela;
(b) Método Direto

Fonte: Autor.

3.2 Escava¢ao de um Tunel

Para avaliar a eficiéncia computacional do solver desenvolvido em simulagdes que
visam encontrar os deslocamentos de um macico rochoso na escavacio de um tunel,
realizou-se uma simula¢do onde o maci¢o rochoso esta representado por uma malha
de 6.808 elementos hexaédricos de 20 nds e 3 graus de liberdade por né. A malha que
representa o macico ilustra a Figura 4.
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Figura 4 - Detalhe da malha de 6.808 elementos

Fonte: adaptado de Couto, 2009.

Nessa simula¢do o macigo foi considerado elastico e seus parametros estao na
Tabela 2. Os pardmetros do ttnel e do processo de escavagdo estdo na Tabela 3.

Tabela 2 - Parametros do macigo

Moédulo de Young (E) 500 MPa
Coeficiente de Poisson (Vm) 0,45
Coesiao (Cy,) 1,2 MPa
Angulo de atrito (¢,) 4°
Coeficiente de empuxo horizontal (k) 0,75
Peso especifico (Ym) 25 kN/m?

Fonte: adaptado de Couto, 2009.

Tabela 3 - Parametros do tinel e do processo de escavagdao

Secao Transversal Circular
Raio (R) 1,65 m
Passo de avango 1/3
Distancia do revestimento a face (dg) 0

Fonte: adaptado de Couto, 2009.

A Figura 5 compara os deslocamentos radiais no teto de um tunel,
correspondentes apds um passo de escavagao, obtidos com o solver original, que usa
um método direto, e com o solver desenvolvido.
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Figura 5 - Deslocamentos radiais no teto do tunel versus z

Fonte: Autor.

A boa aproximacao das curvas representadas na Figura 5 mostra a eficiéncia do
solver desenvolvido. O maior deslocamento radial corresponde a posigéo z igual a55
cm. A esse deslocamento corresponde a maior diferenca entre a solu¢ao que utiliza o
método direto e a solugdo paralela que utiliza 32 threads. Essa diferenca é de 3,90%. E
decorrente das tarefas, na solucao paralela, serem concorrentes e acontecerem em uma
ordem nao determinista como ocorre na solugdo direta. A Tabela 4 compara o tempo

consumido e a memoria RAM ocupada pelas simulagdes representadas na Figura 5.

Tabela 4 - Tempo e memdria RAM das versdes direta e paralela com 32 threads

Solver Tempo (s) Memoria RAM (MB)
Método Direto 1,695 3,5
Paralelo com 32 threads 270 1,9

Fonte: Autor.

As informagdes da Tabela 4 mostram que o solverparalelo proporciona grande
redugdo no custo computacional, quando comparado com o que usa o método direto.
O tempo consumido pela simulagdo é 84,07% menor e a memoria RAM ocupada é
45,71% menor.
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4 Conclusoes

Este trabalho apresentou o algoritmo de um solver baseado no Método dos
Gradientes Conjugados Pré-Condicionados associado a técnica de armazenamento
Elemento por Elemento e a interface OpenMP. O seu cddigo foi escrito em
FORTRAND90. O solver resultante foi testado em um codigo pré-existente que analisa os
deslocamentos de um macigo rochoso quando é realizada a escava¢do de um tinel. O
solver original deste codigo ¢ baseado no Método de Eliminagdo de Gauss associado a
técnica de armazenagem skyline.

Antes de comparar o custo computacional dos dois solvers simulando a escavagao
de um tdnel, foram realizadas simulagdes usando um problema simples de Mecanica
dos Solidos com solucgao analitica. Nessa etapa verificou-se que, quanto maior a malha,
maior € a indicacdo de uso do solver desenvolvido.

Posteriormente foram realizadas as simulacoes de escava¢do de um tanel.
Confirmando os resultados anteriores, o solver desenvolvido apresentou uma
significativa redugao de tempo e de memoéria RAM ocupada, quando comparado ao
solver original que usa um método direto.
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